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Механическая система состоит из прямоугольной пластины средней толщины шарнирно-
опертой по контуру и дополнительной сосредоточенной упругой опоры. На пластину воздейст-
вует неизвестное нестационарное нагружение, вызывающее колебания. Решается обратная зада-
ча по идентификации неизвестного нагружения по известным изменениям во времени прогиба 
точек пластины. Также рассматривается возможность определения жесткости дополнительной 
упругой опоры. 
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Введение. Настоящая работа относится к циклу работ, посвященных 
моделированию влияния различных механических особенностей (дополни-
тельных опор, присоединенных сосредоточенных масс и т.п.) на нестацио-
нарное деформирование пластин. Учет таких особенностей очень важен и 
помогает перейти к более точному моделированию элементов реальных пла-
стинчатых конструкций. Рассмотренная обратная задача, является логиче-
ским продолжением работы [1], в которой описано решение прямой задачи о 
нестационарных колебаниях пластины с дополнительной линейно-упругой 
опорой. Отметим, работы [2] и [3], в которых решаются задачи для прямо-
угольной шарнирно-опертой пластины с амортизатором и сосредоточенной 
массой соответственно. 
 
Постановка задачи. Механическая система состоит из прямоугольной 
упругой изотропной пластины средней толщины шарнирно-опертой по ее 
периметру и дополнительной сосредоточенной линейно-упругой опоры, кон-
тактирующей с пластиной в некоторой точке (рис. 1). Считается, что допол-
нительная опора (например, винтовая пружина) установлена ортогонально 
срединной плоскости пластины и шарнирно соединена с ее нижней лицевой 
поверхностью, жесткость пружины постоянна, а сила сопротивления прямо 
пропорциональна перемещению точки (xC, yC): 
),,()( tyxwctR CCC⋅= ,                                           (1) 
где c – коэффициент жесткости, Н/м. 
Обратная нестационарная задача может иметь несколько постановок: 
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1) идентификация закона изменения во времени возмущающей нагрузки 
при известных жесткости дополнительной опоры и временной зависимости 
прогиба или деформации в некоторой точке пластины. 
2) идентификация жесткости дополнительной линейно-упругой опоры 
при известных временной зависимости прогиба или деформации в некоторой 
точке пластины и законе изменения во времени возмущающей нагрузки (по-
добная постановка – подбор жесткости, в соответствии с требуемыми значе-
ниями нестационарного прогиба или деформации).  
В любом из двух случаев задача сводится к решению системы инте-
гральных уравнений Вольтерра. Только в первом случае нужно идентифици-
ровать неизвестную функцию во времени P(t), а во втором случае – констан-




Рисунок 1 – Схема нагружения 
 
Решение задачи. Рассмотрим подробно более сложный первый случай. 
Воздействие дополнительной опоры на пластину моделируется в виде неиз-
вестной нестационарной силы, таким образом, поставленная задача анало-
гична задаче идентификации двух независимых нестационарных нагрузок, 
действующих на пластину в разных точках [3]. Как показано в работе [3], для 
идентификации двух нагрузок нам необходимо знать изменение во времени в 
двух любых точках пластины. Однако в данном случае величина реакции R(t) 
зависит от прогиба пластины и для определения двух независимых функций 
P(t) и R(t) нам достаточно знать изменение во времени прогиба или деформа-
ции только в одной точке, которую обозначим (xS, yS). 
В работе [1] показано, что в результате решения системы дифференци-
альных уравнений, описывающих деформирование пластины согласно тео-
рии типа Тимошенко, получается следующее аналитическое выражение для 
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прогиба пластины:  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ττ−τ−ττ−τ= ∫∫ dtyxKRdtyxKPtyxw WitWit ,,,,,,
00
,                (2) 
где ( )tyxKi ,,  – соответствующие ядра интегралов Дюамеля (сверток) вида: 















xkCtyxK .  
Укажем, что все обозначения соответствуют приведенным в работе [1]. 
Для точек (xS, yS) и (xC, yC) с учетом выражений (2) и (1) можно записать 

































                    (3) 
Система (3) может быть преобразована к системе двух интегральных 
уравнений Вольтерра относительно функций P(t) и R(t), причем первое урав-
нение будет интегральным уравнение Вольтерра II рода, а второе – I рода. 
Для удобства решения интегральное уравнение Вольтерра II рода может быть 

























                 (4) 
Система интегральных уравнений (4) решается с использованием регу-
ляризирующего алгоритма А. Н. Тихонова [4]. Согласно методу регуляриза-
ции, при решении некорректных задач выполняется конечномерная аппрок-
симация интегральных уравнений. 
После преобразования и дискретизации решение системы интегральных 
уравнений Вольтерра (4) эквивалентно решению следующей блочной систе-














1211 ,                                         (5) 
где матрицы Aij отвечают соответствующим дискретизированным ядрам ин-
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тегральных уравнений, векторы P и R соответствуют неизвестным функциям 
P(t) и R(t), а wS – известной функции изменения прогиба пластины ( )tyxw SS ,, . 
Описание решения БСЛАУ аналогичных (5) приведено, например, в [3]. 
 
Результаты расчетов. При расчетах срединная плоскость пластины бы-
ла связана с плоскостью xOy декартовой системы координат. Численные рас-
четы производились при следующих значениях: ρ = 7890 кг/м3; ν = 0,3; 
E = 2,07 ⋅ 1011 Па; h = 0,04 м; l = 0,6 м, m = 0,4 м. Координаты точки приложе-
ния возмущающей нагрузки: x0 = 0,15 м, y0 = 0,3 м. Координаты точки креп-
ления дополнительной линейно-упругой опоры к пластине: xС = 0,45 м, 
yС = 0,15 м. Координаты точки, в которой считалось известным изменение 
прогиба во времени: xS = 0,25 м, yS = 0,1 м. Величина коэффициента жестко-
сти дополнительной опоры c = 104 Н/м. Число членов в соответствующих 
двойных рядах Фурье 50×50. 
При проведении тестовых расчетов на величины прогибов )(tws , кото-
рые являются результатами решения прямой задачи при заданном законе из-
менения во времени внешней нагрузки P(t), налагался «шум» в соответствии 
с формулой  )()()( max tRndwtwtw ss ⋅δ⋅+= , где δ – относительная погреш-
ность; wmax – величина максимального прогиба пластины в рассматриваемой 
точке, Rnd(t) – случайные числа в интервале [-1;1]. Укажем, что процедура 
«зашумления» моделирует погрешности, возникающие при реальных изме-
рениях параметров НДС элементов конструкций, и позволят проверить вы-
числительный алгоритм на устойчивость. 
Существенное влияние на устойчивость численного решения БСЛАУ 
(5), особенно при «зашумленной» правой части, оказывают параметры регу-
ляризации αi, содержащиеся в РА Тихонова. Эти параметры целесообразно 
брать независимыми для каждой из идентифицируемых функций, хотя они 
могут и совпадать – это зависит от соответствующих ядер интегральных 
уравнений. Они определяются на основе минимизации по αi соответствую-
щих функционалов невязки. Для приведенного численного расчета величина 
«зашумления» принималась δ = 0,05, а параметры регуляризации целесооб-
разно было принять равными αP = 10-36, а αR = 10-38. 
На рис. 2 показано изменение возмущающей нагрузки P(t) (полуволна 
синусоиды) и определенная в результате решения прямой задачи реакция 
дополнительной линейно-упругой опоры R(t) – жирные черные кривые. Се-
рыми кривыми на рис. 2 показаны результаты решения обратной задачи, а 
именно: идентифицированные значения возмущающей силы P(t) и реакции 
упругой опоры R(t). Как видно из рис. 2 идентифицированные кривые прак-
тически полностью совпадают с исходными данными для прямой задачи. 
Заметим, что при решении обратной задачи зависимости P(t) и R(t) считались 
неизвестными и были найдены при решении БСЛАУ (5). 
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Рисунок 2 – Идентификация неизвестных нагрузок 
 
На рис. 3 показаны две кривые изменения перемещения точки пластины: 
– кривая 1 показывает изменение прогиба в некоторой точке пластины 
найденное при решении прямой задачи; 
– кривая 2 – исходные данные для задачи идентификации («зашумлен-
ное» изменение прогиба). 
 
 
Рисунок 3 – Исходные данные идентификации 
 
Выводы. В настоящей работе решена обратная нестационарная задача 
механики твердого деформируемого тела. Благодаря использованию 
РА Тихонова получено устойчивое численно-аналитическое решение систе-
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мы интегральных уравнений Вольтерра. Показана возможность идентифика-
ции неизвестной возмущающей нагрузки по «зашумленным» исходным дан-
ным, что обуславливает применимость описанной методики при эксперимен-
тальных исследованиях для реальных результатов измерений. 
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Механічна система складається з прямокутної пластини середньої товщини шарнірно-обпертої 
по контуру та додаткової зосередженої пружної опори. На пластину діє невідоме нестаціонарне 
навантаження, що збурює коливання. Розв’язується обернена задача з ідентифікації невідомого 
навантаження при відомих зміні у часі прогину точок пластини. Також розглядається можливість 
визначення жорсткості пружної підпірки. 
Ключові слова: пластина, нестаціонарні коливання, обернена задача, ідентифікація, інте-
гральні рівняння Вольтерра, регуляризація. 
 
Mechanical system consists of hingedly supported medium-thickness rectangular plate with additional 
concentrated elastic support. The nonstationary concentrated load, which initiates vibration, is acting on 
the plate. The inverse problem of an unknown loading identification is solving, when plate’s points 
deflections in time are known. Also the possibility of elastic support stiffness determination is consider-
ing. 
Keywords: plate, nonstationary vibrations, inverse problem, identification, Volterra integral 
equation, regularization. 
 
 
